Basisalgebren symmetrischer algebren und eine vermutung von gabriel  by Kupisch, Herbert
JOURNAL OF ALGEBRA 55, 58-73 (1978) 
Basisalgebren symmetrischer Algebren und eine 
Vermutung von Gabriel 
HERBERT KUPISCH 
Institut fiir Mathematik II, Freie Universitiit Berlin, Konigin-Luise-Strasse 24126, 
Be&n 33, 1000 West Germany 
Communicated by A. W. Goldie 
Received February 20, 1978 
1st R eine Algebra endlicher Dimension iiber einem algebra&h abge- 
schlossenen Korper K, die nur endlich viele unzerlegbare Moduln besitzt, so 
existiert die folgende Stammalgebra A, von R: N sei das Radikal, e, ,..., e, ein 
maximales System primitiver, orthogonaler, nicht isomorpher (Re, z$ Rej) 
Idempotente von R. Als K-Basis B von A, wahle man die Menge der verschie- 
denen e,Re, - ejRej - Bimoduln eiNTej , 
B = {e,Nrej , i,j = l,..., n; Y = 0, 1, 2 ,... }, 
und definiere die Multiplikation auf B durch die fur das Prod&t dieser Bimoduln 
geltenden Formel [7]: 
eiNreje,NSe, = iSJkezNtel , t = t(i, j, I, Y, s). 
Dann ist A, eine K-Algebra, die den gleichen Idealverband und die gleiche 
Cartan-Matrix wie R hat [7]. 
Da B eine IIalbgruppe ist, gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n nur endlich 
viele Stammalgebren der Dimension n. Eine zentrale Frage ist daher die Frage, 
ob A, mit der Basisalgebra RO von R iibereinstimmt. Dies trifft zu, wenn R eine 
einreihige Algebra (generalized uniserial) oder eine Gruppenalgebra mit endlich 
vielen unzerlegbaren Moduln ist [6, 51. 
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, zu zeigen, daB dies such fur symmetrische 
Algebren” gilt. 
SATZ 2. R sei eine symmetrische Algebra1 iiber einem algebraisch abgeschlossenen 
K&per K, die nw endlich viele unzerlegbare Mod& besitzt. Dann sind A, und die 
Basisalgebra RR0 von R isomovph, d.h. R und A, sind Morita-aquivalent. 
1 Im Sinne vcm [lo]. 
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Grundlage dafiir ist 
SATZ 1. R sei wie in Satx 2. Dann existiert wenigstens ein einreihiger unxer- 
kegbarer projektivev R-Mod&. 
Es ist eine Vermutung von Gabriel, dass es zu jeder nattirhchen Zahl n unter 
den K-Algebren mit endlich vielen unzerlegbaren Moduln nur endlich viele der 
Dimension z gibt. Sie wird fur symmetrische Algebren durch Satz 2 bestatigt: 
F~LGERUNG 1. K sei eilz algebraisch abgeschbssener Ktirper, n ei%e ~a~~~~i~ke 
Zahl. L%ater den symmetrischen K-AlgebreB mit en&& viebn ~~~e~~egbaye?~ 
Mod& gibt es mu end&h viele deer Dimension n. 
Da R genau dann schwach-symmetrisch ist, wenn 13, symmetrisch ist [7]: 
erhalt man aus Satz 2 weiter 
FOLGERUNG 2. Jede schwach-symmetrische Algebra e~d~~~he~ Dimension iibcu 
e&em algebraisch abgeschlossenen K&per K, die nut endlich vieb unzevlegbare 
Moddn besitzt, ist eine symmetrische Algebra. 
Die Arbeit besteht aus vier Abschnitten. $ 1 beschaftigt sich mit Y-Folgen [Fj, 
eis von Satz 1 eine wesentliche Rolle spielen $2 enthalt 
ssagen iiber die Struktur der primitiven Ideale von A, . Sic we 
enfalls bei Satz 1 gebraucht. Daneben sind sie zusammen mit Satz 2 such Stir 
e explizite Konstruktion der betrachteten Algebren interessant. “; 3 enthll: den 
eweis von Satz I, und in 5 4 wird gezeigt, da!3 Satz 2 aus Satz 1 folgt, 
Wir geben zunachst einige allgemeine Eigenschaften der Algebren an, die wir 
in der Arbeit betrachten. Dazu sei R eine Algebra endiicher Dimension tiber 
einem algebra&h abgeschlossenen K&per M. -Ai sei das Wadikai von R, r, die 
Anzahl der einfachen R-Linksmoduln und 
eine direkte Zerlegung von R mit primitiven, ortbonalen Idempotenten eij ~ 
Weiter seien 
ei = eil , e= iej, RO = eRe die Basisalgebra 
j=l 
und 
cji , i,j = l,..., rt die Cartan-Invarianten van 22, 
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R heiBt schwach-symmetrisch, wenn gilt: 
SOC Red g ReJNei fur i = l,..., n. (0.1) 
In diesem Fall ist die Cartan-Matrix (cji) eine symmetrische Matrix [IO], d.h. 
cjj = cij fur i,j= I ,..., n. (0.2) 
Hat R nur endlich viele unzerlegbare Moduln, so gilt bekanntlich 12, 41 fur 
beliebige zweiseitige Ideale P C N und Q C N von R: 
e,Pe, C eiQej oder e,Qej C eiPe, fur ;,j = l,..., n F) 
und der separierte K&her K’(P) von P enthalt keinen Unterkocher vom Typ 
l ,‘-. ----- .-.\ 
\ /’ @?J .-. ----- .-. 
oder 
‘\ /’ *,.-. ----- .-.\* m 
Aus (X) folgt, da13 die Stammalgebra A = A, von R mit der in [7, (1.13), 
(1.14), (2.3)] angegebenen Basis 
B = (~3 
existiert. Wir schreiben ei , i = l,..., n fiir die primitiven Idempotente u& und N 
fur das Radikal von A, wenn keine Verwechselung mit R miiglich ist. Das 
Gleiche gilt fur die Cartan-Invarianten cji von A, die mit den Cartan-Invarianten 
von R iibereinstimmen [7]. 
Die Aussage iiber die K&her vom Typ (&J ist Hquivalent mit der folgenden 
Aussage (2) in A: 
(2) Es gibt keine Folge (paarweise) unabhangiger Elemente 
Ebenso ist die Aussage bzgl. (DJ aquivalent zu einer (2) entsprechenden 
Aussage (T) in A. Dabei heiRen u, zt E B unabhangig (vgl. [7]), wenn u $ (ZI) 
und ZI $ (zJ). Von den fiir die Unabhangigkeit der Elemente aus B geltenden 
Regeln [7, F2 , FE-F,] werden wir haufig ohne Hinweis Gebrauch machen. 
Fur die ganze Arbeit setzen wir voraus, da8 R eine unzerlegbare schwach- 
symmetrische K-Algebra mit den Eigenschaften (X), (Z) und (T) ist. 
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Ein Hilfsmittel beim Beweis von Satz 1 sind V-Folgen. Der folgende Zusam- 
menhang zwischen den beiden in [8, 91 verwendeten Definitionen ist dab&i 
wesentlich: 
(1.4) Fiir eine Folge J = (jr ,.~~, j,) mitjz E (I,..., II) sind aquivzlent: 
(4 cvL +Ogenaudann,wenn/i-ki ~1. 
(b) c,L,i;l # 0 fur i < 1’ - 1 und C, ) r i-;? = 0 fiir i < r - 2. 
Beweis. Dal3 (b) aus (a) folgt, ist klar. 
Angenommen, (b) gilt, aber (a) nicht. Denn existiert unter den Folgen mit 
dieser Eigenschaft eine Folge J = (j 1 ,..., j,) von minima?er Linge. 
s> 3, cj,l, + 0, c~z~k = 0 fur Ii--k1 > 1, 
(9 
(i, R) f  (1, S) r (K, i). 
Wir betrachten in ,4 = A, die Folgen der Eiemente 
]a~2 > % ,J ,  >. . .p U3a~s-.z I  uis~l 7 u~2~1 > 
(iii) z ; ; : : :  Ii, ) . . . ,  uj --13~ 
b ~ *  %lJq 
3e nachdem ob s gerade oder ungerade ist. 
Wegen (i) sind die Elemente in (ii) (bzw. (iii) paarmeise unabhangig, was (Zj 
widerspricht. 
(1.2) D EFINITION. Eine Folge J = (jr ,... y  j,), fir die eine der beiden 
Aussagen von (I .l) gilt, he& eine V-Fo&e. 
Wir setzen zur Abkurzung 
cz - CT, - -1 fur 2’ = t,...;n. 
Nacb [9, (2.3)] gilt 
rip # 0 falls ci,c, > 1. 
Daher ergibt sich -weiter 
(1.4) FOUERUNG. Ist J = (j, ,..., jr) e&e V-Poke und c3; > I,sogilr cI, -= 1 
fiir i > 2. 
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2 
Wir beweisen in diesem Abschnitt Aussagen iiber die Struktur der Ideale Ae, 
und ihre gegenseitige Abhangigkeit, die beim Beweis von Satz 1 gebraucht 
werden. Die dabei aus [7 und 91 benutzten Ergebnisse fassen wir in (2.1) 
zusammen: 
(2.1) uKi hei& linksreguliir (rechtsreguliir), wenn gilt 
(242 = ukiuy) fiir m = l,..., cki 
und reguliir, wenn beides gilt. Wegen Hom,(Ae, , K) E e&l ist uki rechtsregular 
genau dann, wenn uik linksregular ist. Aei heil3t linksreguliir (rechtsreguliir, 
reguliir) wenn uIci fur jedes k mit clei f 0 linksregular (rechtsregular, regular) ist. 
Es gilt [7, Folgerung 1-2, Satz 2-6 und (2.4); 9, Theorem 2 und (2.3)]: 
(a) Jedes A i t 1 k e is in sregular oder rechtsregular. 
(b) Ae, ist regular genau dann, wenn 
Cki = c, oder cki < 1 fur alle k f  i. 
(c) 1st Ae, rechtsregular, aber nicht linksregular, so ist 
ci > 3 und cki < c, fur alle k # i. 
(d) 1st Ae, linksregular, aber nicht rechtsregular, so ist ci = 1. 
(e) 1st ci > 1, so ist cki < ci fur alle k # i. 
(f) Ist uki nicht linksregular, so ist ukkqi = 0. 
(g) Sei e = CGJ>r e, . Dann ist eAe eine unzerlegbare, einreihige, sym- 
metrische Algebra. 
(h) cki = ck = ci fur alle i, k mit ci , ck > 1 (i # k). 
(2.2) Fur ci > 1 sei Vi bzw. V, definiert durch 
U, = (~2 ]j = i oder cji = c, , m = 1, 2 ,... }, 
v, = {Uji 1 c,, < cd. 
Dann gilt: Vi bzw. Vi ist abhangig. Dabei heil3t S C B abhangig, wenn je zwei 
Elemente aus S abhangig sind. 
Beweis. Die Abhangigkeit von U folgt aus (g) und (h). Sind ugi und uPi unab- 
hangige Elemente aus Vi , so sind wegen (d) und wegen [7, F,] such 
u,i , UDi , *ii , u,?, , Uin 
unabhangig, was (T) widerspricht. 
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(2.3) 1st cti # 0 und Cji # 0, SO sind iiguizlalent: 
(1) Ckj = 0. 
(2) I& ucd z$ sind unabhgngig fiir alle m < cki , s < c,~ 
Beweis. Dal3 (2) aus (1) folgt, ist klar. Umgekehrt folgt aus (2) zungchst 
z$z& = 0 und u’~~u,“i = 0 fiir alle 8z, s (“1 
und wegen [7, Fz] 
Ug& = 0 und Ud,Ujk = 0. (Xc*\, \ I 
W%re c . L) # 0, d.h. uKj # 0, so wiirde mit Hilfe von (“) und (**) foigen, da8 
Uki Y u,i 9 U,k 2 %k , %j 7 @kj 
unabhgngig sind, was (Z) widerspricht. 
(2.4) FOLGERUNG. Sei ci > 1, cji , clci # 0. Damz isb 
Fiir ukt E Ui , uJi E iv, ist 
Cfk = c,z + 1, falls (1) ulci / uli und (2) ujc23’ / z$’ gelten, 
cjk = Cjt I falls (1) O&Y (2) aber nicht beide gelten 
= c,i - 1, falls weder (1) noch (2) gilt. 
eweis. folgt aus (Xl), (2.2), (2.3) und [7, F,,]. 
Wir definieren si = s(AJ durch 
si = Maximalzahl unabhgngiger Elemente aus Ae, 
Es ist bekanntlich [2] stets 
si < 3. 
(23) 
(2.6) SATZ. Ae, sei regulkir, ci = 1 tind si = 2. m sei die grG&ite ~a~i~~~~~~~ 
Zahl, so da&3 Ae,lN”ei einreihig ist. Dunn existieren ~nab~~~gige Elemente uki , 2sji 
mit folgendeT8 Eigenschaften: 
(1) Nmei = Auki + Auji . 
(2) Auki ulzd AeJAu,, sind einreihig. 
Wir setxen: L = Auki , L’ = A+ . 
Beweis. Wegen si = 2 existieren unabhgngige Elemente nit der Eigen- 
schaft (I). 
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(2) Sei t so gewahlt, dal3 Ntei einreihig, aber Nt-lei nicht einreihig ist und uDi , 
uGt so, darj 
Soc(Aei/Ntei) s Au,2 @ Ausi (2.7) 
gilt (2 = x + Ntei). Insbesondere sind dann upi und usi unabhangig. Wir 
unterscheiden 2 Ftille. 
Fall 1. uki = uqi . Klar. 
Fall 2. Die Elemente Uk( , uji , uqz , 92 u sind alle verschieden. Dann kann 
nicht 
Uqi,UpiELnL’ 
gelten. Sonst wiirde folgen, dal3 die Elemente 
existieren und wegen clcj = cgz, = 0 (vgl. 2.3) unabhangig sind. Dies ist wegen 
(2) nicht moglich. Also gilt etwa 
und daher upi EL’. 
Wegen (2.7) und si = 2 folgt aus upi $L, da8 je zwei Elements U,i und uri , aus 
L abhangig sind, d.h. L ist einreihig. 
Sind usi und u,.~ unabhangige Elemente aus L’, so miissen wegen si = 2 etwa 
uki und usi abhangig sein, d.h. Z.Q EL. Also ist Aei/L einreihig. 
Aus (2.6) ergeben sich zwei Folgerungen 
(2.8) FOLGERUNG. Mit der Bezeichnung van (2.6) und (2.7) sei 
Ml = {uLi j uli EL\Nfej}, Mz = {u,, 1 U$j EL’\L}. 
Dam gilt fik jedes uzi E Ae,: 
(1) uki und ulz sind unabhiingig genau dann, wenn uzo f  Mz . 
(2) usi und uli sind unabhiingig genau dam, wenn uzi E: MI . 
(2.9) FOLGERUNG. Sei ck = 1 (bxw. c, = 1) in (2.8) und E = CeldiO e,. 
Dam ist EAe,$ (bzw. EAe,) einreihig. 
Beweis. Wegen (2.8) und (2.3) geniigt es 
Ctk < 1 fi.ir alle t mit cti # 0 
zu beweisen. Ware c tic 3 2 und cti # 0, d.h. ci, = cti = 1, so wiirde folgen, 
dalj Reb nicht linksregul5r ist. Dies ist jedoch, wie in (2.1Oa) gezeigt wird, nicht 
mijglich. 
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(2.10) SATZ. Aei sei nicht linksregzkliir, f&h. ~nsbes~~d~ye ci > 3). 
(a) 1st c, = 3, so ist cjL = 2 fiis jedes j mit 0 + cli + ci 1 1st ci > 3; so 
existiert genau ein j mif 0 # cjl + ci . Aus cli a cki + 0 folgt ck, + 0 (vgl. 2.4). 
(b) Fib jedes ugi E F/, ist Aunt einveihg. 
(cj Fib Feliebige uzL , uqi E Vi und uki E LIi gilt: Aus ztqi i u,, md tiii:. / atg, 
fob ukj I Z&J, * 
(cl) Sei uqn E t’, , E = Cc,,+,, ej und E’ = CC,,io e, dan~g~~t: 
(L$ E4e, ist einreihig. 
@> 1st Ae, nicht einreilzig, so existierf eipl p, fiir das gilt: 
(1) cm # 0, cm = 0, cjp < cp = 1 fi&- de j + p. 
(2) E’Ae, ist einreihig. 
Beweis. (a) Sei zunikhst c, = 3 und etwa cqi = 2, cDi = 1. Da “J6 abh~~g~~ 
ist und upi j uQi wegen cpi < cqi ausscheidet ([7, .F’,]> folgt uGi j S+ und wegegen 
(2.lf) weiter up, ‘i a$ . Daher sind die Elemente 
2 2 upi > u,i , %a > 4, P %, 
unabh@+g, was (T) widerspricht. Also gilt die erste Aussage. 
1st cj > 3 und etwa 
0 < cpi < cj und 0 < c,j < cj , 
so kann man zunHchst wieder I+ / uDi und upi f z& annehmen. Wegen ci > 3 
gilt nach [7, F5] und (2.1f) weiter uDi -Y z& . Daraus folgt, daB 
%x P 4 ,4 2 4 9 %$I 
unabhgngig sind, wegen (T) also die zweite Aussage. ie dritte folgt wegen (2.4) 
aus den beiden ersten (cJi 3 2). 
(b) Wegen (a) und (2.lf) kann man 
Cd = 3, C@ = cgi = 2 
voraussetzen. U? und V, sind abhgngig und wegen (2.H) gilt 
4 I ASi fiir jedes t mit + E Vi . 
1st also AQ nicht einreihig, so existieren Elemente uDi E V, und uji E Ui mit 
u,i I upi > u,i i 4 , %i f uL * e*, 
Aus uti 1 U$ folgt z& 1 u;~ und daraus nach (2.4) weiter 
ccj = 2 und Qg$T z4Qi * C-E 
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Wegen (a) ist cDj = 2. Daher folgt analog uji j uP, und daraus uqj ‘C Z.Q . Zusam- 
men mit (*), (**) und [7, .F,] ergibt das die Unabhangigkeit von 
die (2) widerspricht. Also ist AZ+ einreihig. 
(c) folgt wegen Hom,(Ae$ , K) g eiA aus (b). 
(d) (a) Augi ist einreihig, und es gilt [7, F5] 
uqi j Up+? 
AuBerdem gibt es genau einen Untermodul Li von Ae, mit 
Sot AeJL, g Ae,/Ne, und uii ELi ) 
und wegen (c) ist AeJL, einreihig. Daraus folgt in Verbindung mit (2.4), daB 
EAe, einreihig ist. 
Urn (p) zu beweisen, zeigen wir zuerst 
sq < 2. (2.11) 
Nach (2.lh) gilt 
at; E EAe, , fallscj > 1, m <cj,. 
Ware sq > 3, so wtirde wegen (a) folgen, dal3 es unabhangige Elemente ulq und 
u,, mit cti = cSi = 0 gibt. Dann waren such 
u 4s 2 St > %zi 3 %i 3 ui4. T %q P usq 
unabhangig, was (T) widerspricht. Also gilt (2.11). 
Angenommen, Ae, ist nicht einreihig. Dann existiert wegen (a) ein p mit 
cm f  0 und C& = 0. 
Daraus folgt wegen (2.lh) und (2.10a) 
(9 cjz, = 0 fiir jedes j mit ciq > 1 
und weiter 
(ii) E’Ae, = eAe, = eAee, mit e = C ej + e, . 
l&=1 
Ist eAee, einreihig, so ist wegen (2.3) such eAee, = E’Ae, einreihig. 1st eAee, 
nicht einreihig, so existieren nach (2.6) unabhangige Elemente uKn und tinrn fur 
die (2.9) gilt. Da EAe, einreihig ist, gilt clci = 0 oder cPfi = 0, etwa cvfi = 0. 
Wtilt man also p = p’, so folgt aus (ii) und (2.9) die Behauptung (p). 
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(2.12) SATE Ae, sei regul& und ci > 1. Wegen der Abh~mg~~eit zlon Vi 
existieren dam u,, und upi aus Vi mit 
% I *jh und u,, / usi fik de zdli E TJi , 
(a) Auqi ist einreihig odes es gilt: 
(i) Aus ukr E Ui und uki / upi folgt uki 1 ug i . 
(b) Sei E = C c,ifO ej . Dann ist EAe, odes EAe, eiweihig. 
(c) 1st EAe, einreihig, aber Ae, nicht, so existiert ein t, fiir dasg 
c tz = 0, tit < ct = 1 fiir alle j f  t. (2) E’Ae, ist eiweihlg (E’ = 
analoge Amsage gilt fiir Ae, . 
Bern&s. (a) Gilt (i) nicht, so existiert ein ski f ui mit 
(ii) uki / %i und Ukz 7 uqi . 
Wir zeigen, da6 Auqi einreihig ist. Angenommen, Azl,, ist nicht einreihig. Wegen 
der Abhangigkeit von Ui und Vi existieren dann Elemente uji E U6 und ati E 17, 
mit 
(iii) %i I 4i und % +- uj’i 7 s = ci > 1. 
hne wesent!iche Einschdnkung kann man t = p annehmen. 
(ii) und (G), dam3 die Elemente 
unabhangig sind, je nachdem ob Uji 1 & oder uki 1 g,, gilt. Dies ist wegen (Z) 
nicht moghch, folglich ist AuQi einreihig. 
(b) und (c) folgen analog den entsprechenden Aussagen in (2.10). 
(2.13) SATZ. Sei sq wie iz (2.5). Existiert ein i mit ci > 1, so ist So < 2~~~je~es 
l~m~~e%ul~~e .4e, (imbesondere fiiy c, = 1). 
Beweis. 1st ile, linksregular und c, > 1, so ist Ae, nach (2.ld) regular. 
folgt s, < 2 aus (2.lb) und (2.2). Sei also c, = 1 und sq >, 3 angenommen. 
Wegen der Unzerlegbarkeit von A gibt es eine V-Foige J = (i =jl,jS,-.. , jr = 
Dabei kann man ohne Einschrankung voraussetzen, daB J unter allen V-Folgen 
N = (h, ‘.~‘, h,,) mit 
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minimale Lange hat. Dann ist insbesondere 
Cjr = 1 fur Z>l. 
Wir unterscheiden folgende Falle. 
Fall 1. Y = 2, d.h. J = (i, p). Wegen ci > 1 ist Ae, regular oder nicht 
linksregular. 
(a) Ae, ist nicht linksregular. Dam-r gilt s, ,< 2 nach (2.11). 
(b) Ae, ist regular. Dann ist cqi = cq = 1, und man kann 
(9 cj, < 1 fur alle j f q 
voraussetzen (Falls cjq > 2 fur einj + q, ist Ae, nicht linksregulb und daher (a) 
anwendbar). Wegen der Annahme s, 3 3 existieren also unabhangige Elemente 
fur die wegen (i) und (2.3) 
(iii) cp,ii = C@ = Ckj = 0 
gilt. Sind ui4 und 2 der Elemente in (ii) unabhsngig, etwa uiq , uDq, ulc4, so folgt 
aus (iii), da0 such 
(iv> %B , %p 3 %i > uii 9 uiq > u~q 9 Ukn 
unabhangig sind, was (T) widerspricht. Sind uia und uka , sowie uip und uBp 
abhangig, so ist CDi , crci # 0, und wegen (2.lb) und (2.2) gilt etwa uki E U, 
ugi E I?, , also cii = c, > 1. Dann kann man i durch k in (iv) ersetzen. 
Fall 2. Y > 2. Wie bei Fall 1 gilt (i), (ii) und (iii). 
(4 Sind ~~~~~~ und 2 der Elemente in (ii) unabhangig, so folgt wie bei 
Fall 1, da13 die Elemente 
U&i 3 uii 7 uij, 3 %,i, I’-.> ujr-2fl-l 9 %-~ P %k > %m 
unabhangig sind, was (T) widerspricht. 
(b) Sind uda = ujrw14 und ukq , sowie uda und up4 abhangig, so ist ckd , 
cPd # 0. Wegen (iii) sind ukd und uDd unabhangig, und wegen der Minimal- 
eigenschaft von J ist sd = 
sind, also ckj 
2. Daraus folgt, daR etwa ukd und ZL~~-~,~ abhangig 
f 0 ist. Wegen der Minimaleigenschaft von J ist daher such 
J = cl-l ,...,iz 2 K, q) eine V-Folge, auf die sich (a) anwenden la&. Also ist 
sp < 2. 
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eweis van lsatx 1 
Wir nehmen an, daO kein Rei und damit such kein Be, einreihig ist. 
Fall P. Es gibt ein i mit ci > 1. Dann erhait man eine unendliche V-Folge 
J = (j, >j, 7.‘. ,) indem man zunachst jr = i, j, = q bzw. j2 = p! j3 = t setzt, 
q, p, t wie in (2.10) und (2.12). Nach (2.10) und (2.12) ist iZe, regular, nach (1.4) 
ist ct = % und nach (2.13) ist st = 2. Daher liefern (2.8) und (2.9) em j4 mit 
und analogj5, j, ,... fur eine unendliche V-Folge. 
Fall 2. Es gilt ci = 1 fiir alle i. 1st si = 2 fiir alle i, so kann man mit Hiife 
van (2.8) und (2.9) wie bei Fall I schlieflen. Sonst kann man ohne Einschrankung 
annehmen, daf3 ein j mit sj = 2 existiert: Man wahle ein kleinstes Gegenbeis 
d zu Satz 1 und ein primitives Idempotent eR von A. Dann hat 
eAe mit e=Ce, 
ii-k 
eine kleinere Dimension iiber K als A, also existiert ein j, so dai3 eAeej einreihig 
ist, d.h. s, = sQAej) = 2. 
Wir fixieren em solches Ae, und unabhangige Elemente gPr und zklcj mit den in 
(2.8) und (2.9) angegebenen Eigenschaften. Mit Wilfe von (2.8) und (2.9) lassen 
sich wie bei Fall 1 V-Folgen 
J = (i,P,h ,-,h> und H = (j, K, h, )...) h,) 
konstruieren. Dabei sei f bzw. Y der erste Index mit 
Zur Abkiirzung sei 
i=j, und q = k, 
In Aq bzw. Ae, gibt es also unabhangige Elemente 
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nach (2.9) einreihig ist und ctl = ctZ, = egg = 0, sind uJfdli und wenigstens 2 der 
Elemente in (i) unabhangig, etwa 
und analog in (ii) etwa 
(iv> 
Nach (1.1) ist 
J’ = (h, ,..., h, = k j,p =j2 ,...,j,) 
wieder eine V-Folge. Sie liefert wegen (iii) und (iv) analog zu (2.13) eine Folge 
unabhangiger Elemente vom Typ (T). 
Damit ergibt sich in beiden Fallen ein Widerspruch zu (1.3) bzw. (T). Also ist 
wenigstens ein Re, einreihig. 
4 
Wir zeigen in diesem Abschnitt, dal3 Satz 2 aus Satz 1 folgt. Da fur jedes 
Idempotent e # 0 von R such eRe eine schwach-symmetrische Algebra mit den 
Eigenschaften (X), (2) und (T) ist [7, Hilfssatz 51, ergibt sich der Beweis durch 
Induktion nach dim, R aus folgendem Hilfssatz. 
(4.1) H ILFSSATZ. R = Ra sei eine unxerlegbare, schwach-symmetrische Basis- 
algebra, ej E R ein primitives Idempotent mit folgenden Eigenschaften: 
(1) Rej ist einreihig. 
(2) Fiir R’ = (1 - e,) R(1 - ej) ist R’ E A,r . 
Dann gilt R E A, . 
Beweis. Mit Rej ist such ejR einreihig. Fiir geeignetes p und k gilt daher 
NejlN?ei E Re,/Ne, , e,NlejN2 g e,R/e,N. 
Dabei ist 
ep # ej # ek, 
da man ohne Einschrankung R # Re, voraussetzen kann. Folglich existieren 
Elemente 
(9 
vsj E e,Nej , v,i 4 N2 
?-‘3k E Wek , vjk $ N2. 
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Nach [7, Folgerung 1. I, 1.2 und (1.13)-j ist 
(ii) 
e,Ne, hat wegen 
esNejNek = e,Ntek = e,Ne,(e,Ne,)-’ oder 
= (e,Ne,)Se,Ne, . 
e,Ne, C W’ E A,, gg eA,e 
eine K--Basis B,, = B A e,Nie,: , die aus Basiselementen der Stammalgebra A, 
besteht, 
ej einreihig ist, ist Re, linksregular und e,R rechtsregular. Daher folgt 
aus (i) und (ii) 
s 
VpjVjp = ol~ZL~/~U~~ f ... + o! s+r%k4r, as p 0 oder 
= psu;,u,k $ ... f ps+,U;;Upk ) ps + 0, 
je nachdem ob I+ rechtsregular oder linksregular ist. 4m ersten Fall existiert 
wegen 




und im zweiten Fall ein entsprechendes Element cDj, so da0 
Ohne Einschrankung kiinnen wir also voraussetzen, da8 f;jr vDj und vjk neben 
(i) such 
(ii’) v9jv3* = UpkU& oder 
= l&U,k 
gilt. 
DaRej einreihig ist,sind die Kompositionsfaktoren vonRe, eindeutig bestimmt, 
Ihre Reihenfolge sei 
. . 
11 , 22 ,.-., It mit iI = it = j, i2 =p, 
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wobei i fiir ReilNej steht. Analog sei 
. . 
31 >.I2 Y*-,jt mit jr = j, = j, ja = k 
ihre Reihenfolge in ejR. Daraus folgt wegen (i) 
und 
N2e3 = NvDj = Ne,v,j = Re,.Ne,vpj 
e$Te, P N2, d.h. z+, $ N2, 
wobei U+ wegen A,f E R’ C R als Element von R aufgefabt werden kann. Wir 
setzen 
ii&j = vjgv,j falls i, = j (d.h. k = p) 
= UigJ”Dj falls is # j. 
Dann gilt 
qsj $ N3. 
Analog definieren wir r&+ , falls i, zum ersten Ma1 auftritt, rekursiv durch 
izj,j = v,J&t-lj fur i,-, = k 
- 
= uilil_;uiz-lj sonst 
und ZZ& , IT& ,... analog, falls i, zum 2., 3.,... . Ma1 als Kompositionsfaktor 
auftritt. Dann gilt 
-WI m-1 -ui,j = u,,i, %53 fur i, # j 
= (i&j), fur i, = j 
und 
(iii) I!& = vo,kuleS .. udovDj ,
wobei die dabei auftretenden utl E A,, CR eindeutig bestimmt sind. Aus der 
Definition folgt, da13 die Elemente iiyj zusammen mit e, und v,$ eine K-Basis Bj 
von Rej bilden, 
Bj = {ej , v,,; ZT~? , 1 = 3, 4 ,..., m = 1, 2,...}. 
Analog erhalt man eine K-Basis 
Bj’ = (ej , Vet; i$“, , 1 = 3, 4 ,..., m = 1, 2,...). 
von e,R. Wegen (iii) stimmen im Fall i, = j undj, = j die Elemente ii;? E Bj und 
IT$~ E B; iiberein. 
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B, und 23: liefern zusammen mit eBe eine K-Basis 
j-j = (iq,“: 
van R, wenn man eA,e (zAR,) mit ’ in B identifiziert und 
-m lli h! 72 = % fiir t, i + j oder ‘w = 0 
setzt. Aus der Konstruktion von Bj und Bi folgt, daf3 die Abbiidung p: R -3 -..R 4 
ciie auf B durch 
Pm = 4i 
definirrt ist, ein lsomorphismus ist. 
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